Lineare Algebra II

Losungsvorschliage zum Tutoriumsblatt 8

MoRITZ FLEISCHMANN

Zur Vorlesung von Prof. Dr. Fabien Morel, Dr. Andrei Lavrenov, Katharina Novikov und Oliver
Hendrichs im Sommersemester 25
Disclaimer: Das sind keine offiziellen Lisungen, sondern nur eine getexte Version der Lisungen zu
ausgewdhlten Aufgaben (Dank geht hierbei an Andrei Lavrenov fiir seine Losungsskizzen), die ich
in meinem Tutorium bespreche. Fehler, Fragen oder Anmerkungen gerne an m.fleischmann@mnet-
online.de. Verteilung der Losungen ist erlaubt und erwiinscht.

Wie iiblich, wen das Vorgeplankel nicht interessiert, der kann die Losungen in den grau hinter-
legten Boxen finden. Es gilt grundsétzlich, dass K ¢ C.

Aufgabe 1

Sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer Basis B und f:V — V ein
Homomorphismus mit darstellender Matrix A beziiglich B. Wir nehmen an, dass A eine strikt obere
Dreiecksmatrix ist, also von der Form

0 = * ok

0 0 *
' B

00 ... 0 =

00 ... 00

1. Zeige, dass f nilpotent ist.

2. Zeige, dass A" (mindestens) k — 1 Nulldiagonalen tiber der Hauptdiagonalen besitzt.

Losung:

1. Wir wollen zeigen, dass f nilpotent ist, also dass es ein k € N, gibt, sodass f* = 0 gilt. Um
Aussagen dieser Form zu zeigen kann es oft hilfreich sein, wenn man das charakteristische
Polynom, oder das Minimalpolynom bestimmt. In unserem Fall ist das sehr einfach - die
Determinante einer allgemeinen oberen (oder unteren) Dreiecksmatrix ist das Produkt der
Diagonaleintriage. Im Falle einer strikt oberen (oder unteren) Dreiecksmatrix gilt also fiir das
charakteristische Polynom:

xf(A) =det(Al, - A) = A"

Der Satz von Cayley-Hamilton besagt, dass fiir jeden Endomorphismus g gilt, dass x4(g) = 0.
In diesem Fall also

xs(f)=f"=0

Das heif3t direkt, dass unser Endomorphismus nilpotent ist.

2. Wir wollen zeigen, dass es (mindestens) k£ — 1 Nulldiagonalen iiber der Hauptdiagonalen
gibt, fiir alle k € N, also verwenden wir Induktion. Wir formulieren die Aussage leicht um
und zeigen, dass A* (mindestens) k& Nulldiagonalen iiber der Hauptdiagonalen inklusive der
Hauptdiagonalen selbst besitzt. Damit ist der Induktionsanfang klar:

o Induktionsanfang: k= 1:
Der Fall ist klar, laut Annahme ist die Hauptdiagonale von A eine Nulldiagonale, also



haben wir bereits k = 1 Nulldiagonalen gefunden.

Induktionsbehauptung:

Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein k& € N gilt und tiberlegen uns, was das im
(k)

Ik ) jle[n]
wir fiir die ersten k Eintrédge der ersten Zeile, dass sie alle Null sind. Fiir die zweite Zeile
wissen wir, dass die ersten k + 1 Eintrdge gleich Null sind und so weiter. Das bedeutet

wir kénnen annehmen, dass®

Rahmen der Eintrdge bedeutet. Seien (a die Eintriige von A¥. Dann wissen

Vje[n],Vle{1,...,k+]'—1}:0‘§‘]§):0

Induktionsschritt: k -k +1
Wir wollen nun zeigen, dass die ersten k + 1 oberen Diagonalen von A**! ausschlieflich
Nullen enthalten. Das heifit wir wollen zeigen, dass

Vje [n],Vle{l,...,k+j}:a§l;+1) 0
Da A*! = AF. A gilt, konnen wir jeden dieser Terme mithilfe der Definition der Ma-

trixmultiplikation bestimmen. Es gilt

(k+1) _ x> (k) (1)
Qs _hz_:laj,h'ah,l

Sei nun j € [n] beliebig und [ € {1,...,k+ j}. Es gilt nun abhéngig von h:
Ist he{l,...,k+7—-1}, dann wissen wir aus der Induktionsbehauptung, dass 04;53 =0

gilt, die ersten k + j — 1 Terme der Summe fallen also bereits weg.

Sei nun h > k + j — 1. Da wir nur die Félle [ € {1,...,k + j} betrachten, gilt auf jeden
Fall € {1,...,h}, aber wir wissen aus der Annahme, dass aj(.ll) =0firle{l,...,j} gilt,
also fallen auch die restlichen Terme aus der Summe weg. Insgesamt gilt also

(k+1) _
oy = 0

was wir zeigen wollten. Mit vollstdndiger Induktion folgt die Behauptung.

zB.le{l,....,k+j-1} fur k =2,j =n zu einem Eintrag o

“Hier und im Rest der Aufgabe nehmen wir an, dass die Indizes immer in [n] liegen - ansonsten wiirde

2 fihren, der nicht innerhalb der Matrix liegt,

n,n+1

also nicht definiert ist. Ublicherweise werden solche Annahmen stillschweigend gemacht.

Aufgabe 2

Bestimme die Jordansche Normalform der folgenden Matrizen:
4 6 0
1.:A=1-3 -5 0
-3 -6 1
3 0 8
2.:B=|3 -1 6
-2 0 -5

Losung:

Da in der Vorlesung nicht erklért wurde, wie man die Jordansche Normalform bestimmt, wollen



wir das nun hier nachholen. Es gibt vor allem zwei Algorithmen® zur Bestimmung der Jordanschen
Normalform. Einer davon funktioniert mit Hauptrdumen und Hauptvektoren, der andere mit den
Elementarteilern, wir werden ersteren betrachten.

Die Erlauterung des Algorithmus wird sich auf dieses und néchstes Tutoriumsblatt verteilen. Heute
werden wir uns tiberlegen, was die Anzahl der verschiedenen Jordanbltcke ist, da das fiir die heutige
Aufgabe ausreichend ist. Nachste Woche schreibe ich eine Anleitung, wie man dann die Groflen der
Jordanblocke bestimmen kann (Wobei man sich das mithilfe der heutigen Anleitung vielleicht auch
schon herleiten kann.). Wir kiirzen “Jordansche Normalform” mit JNF ab.

Zuerst zur Struktur der JNF:

Sei K ein Korper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Sei f : V' — V ein Endomorphismus
und B eine Basis von V, sodass f durch eine Matrix A in Basis B dargestellt wird. Gibt es
nun eine JNF von f, dann heifit das, dass es eine Basis C gibt (die Jordanbasis), in der die
darstellende Matrix von f in der JNF ist. Es gibt also eine invertierbare Matrix S € K™ mit
SAS™ = J, wobei J die JNF von A ist. Sie sieht wie folgt aus:

Wir definieren zuerst den Jordanblock der Gréfle k& zum Wert \. Das ist eine Matrix der Form

Al 0 0
0 A 0 0
Dp=li 0 o i eRPH
0 0 Al
0 0 0 A

k

also eine k x k-Matrix deren Hauptdiagonale nur A als Eintrige besitzt, wihrend es dariiber
eine Diagonale aus Einsen gibt.” Die JNF von A wird nun durch die Jordanblocke bestimmt.

Das heif3t es gibt ein 7 <n und Aq,..., A\ € K, sowie ki,...,k, € N, sodass
Ik 0 0 0
0 Doky - 0 0
J=| P s s e K™
0 0 Y S 0
0 0 0 Ix ke

wobei die A; hier nicht paarweise unterschiedlich sein miissen. Die Reihenfolge der Jordan-
blocke ist dabei beliebig, man kann sie also permutieren, wie man will - durch Permutation der
Basisvektoren von C bekommt man die unterschiedlichen Formen von J.

“Das ist nur eine mogliche Konvention, ich denke aber es ist die haufigste. Es gibt auch die Konvention, dass
auf der Diagonalen —1 steht, oder dass es die Diagonale unterhalb der Hauptdiagonale ist.

Nachdem wir nun wissen, wie die Matrix aussieht, begriinden wir den ersten Teil des Algorithmus:

Wir kennen aus der Vorlesung folgenden Satz:

Ein Endomorphismus f :V — V hat genau dann eine JNF, wenn das charakteristische Poly-
nom in Linearfaktoren zerfdllt.

Insbesondere in C, wo jedes Polynom in Linearfaktoren zerfallt, gibt es also immer eine JNF.

1Sicher gibt es 2941 verschiedene Algorithmen zur Bestimmung der Jordanschen Normalform, aber in der Vorlesung
zur Linearen Algebra betrachten wir {iblicherweise nur einen der beiden im Folgenden genannten. Andere Algorithmen
haben dann haufig spezielle Anwendungszwecke, beispielsweise numerische Effizienz.



Uber R muss man aber beispielsweise aufpassen. Es gibt noch die Jordanzerlegung:

Hat ein Endomorphismus f:V =V eine JNF, dann existieren ein diagonaler Homomorphis-
mus d:V -V und ein nilpotenter Homomorphismus w:V -V, sodass f =d+w gilt.

Der nilpotente Endomorphismus w wird in unserer Jordanbasis durch eine strikte obere Drei-
ecksmatrix dargestellt werden (vergleiche Aufgabe 1), wihrend d auf der Diagonalen genau alle
Eigenwerte von f haben wird. Die Bestimmung der Jordanbasis kommt wohl ndchste Woche
dran, wir wissen aber, dass es eine solche Basis gibt, wir nennen sie hier C und iiberlegen uns
folgendes:

1. Die Jordanblocke agieren auf Unterrdumen, deren direkte Summe V ist. Vergleiche das
mit entsprechenden Aufgaben auf den letzten Tutoriumsblattern. Wir merken uns, dass
ein Jordanblock Jy, i auf einem Unterraum V; wirkt und dass fir die Wirkung von f auf
einen Vektor v € V; jeweils nur dieser eine Jordanblock von Bedeutung ist. Das bedeutet
insbesondere fiir ein Aj, € K

dimker(J— )\h]lV) = Zdimker(JAl’kl - ]lklAh)
=1

wir konnen also, wenn wir die Dimension des Kerns von J — A\p1y bestimmen wollen,
jeweils die Summe der Kerne aller Jordanblécke betrachten.

2. Die Dimension ist jeweils sehr einfach zu bestimmen. Seien j,h € [r], seien also Aj, Ay
zwei Eigenwerte. Wir betrachten nun

Aj = Ap 1 0 0
0 A-Ap ... 0 0
J)\ng].—]lkj)\h: : : :
0 0 ... AN-XM 1
0 0 ... 0 A-M\

Die Diagonale hat als Eintrédge also 0, wenn \; = A, und einen Wert ungleich Null, wenn
Aj # Ap. Wir kénnen also direkt ablesen, dass®

dimker(q])\].’kj - ]lv)\h) = 5j,h
ist.

Wir verwenden das nun wie folgt: Sei A, ein beliebiger Eigenwert von J, dann gilt:

dimker(J -1y \y) = Z dimker(Jy, x, — 1, An) = Anzahl der Jordanblocke zu Ay,
j=1

01.n

das heifit, wenn wir die Anzahl der Jordanblécke zu Aj bestimmen wollen, dann kénnen wir
die Dimension des Kerns von J -1y Ap, bestimmen. Sinnvoll wird das ganze dann mit folgender




Aussage: Sei S die Transformationsmatrix von A nach J, dann gilt:

dimker(J - 1y \p) = dimker(SAS™ - SS711Ap)
= dimker(S(A-1TyX,)S™h)
=dimker(A -1y \)
wobei wir verwenden, dass S die Dimension des Kerns nicht &ndert, da S invertierbar ist.

Das heif3t es ist ausreichend, wenn wir die Dimension des entsprechenden Kerns beziiglich A
bestimmen.

“Zur Erinnerung: ¢, ist 1, falls j = h und 0, falls j # h.

Wir fassen den Algorithmus noch einmal zusammen:

1. Zuerst bestimmen wir das charakteristische Polynom von A und dessen Nullstellen Ay, ..., Ag

2. Zu jedem der Eigenwerte \; bestimmen wir die Dimension des Kerns von A -1y A;. Das
gibt uns die Anzahl der Jordanblocke zu ;.

3. Wir betrachten die Vielfachheit der Nullstellen im Verhéltnis zur Anzahl der Jordan-
blocke. Gibt es nur eine einzige Moglichkeit (modulo Permutation der Reihenfolge) die
Jordanblécke unterzubringen, dann sind wir fertig. Andernfalls miissen wir die genaue
Grofle der Jordanblocke bestimmen (nédchste Woche).

Zur Erlduterung der letzten Aussage:

Angenommen wir haben das charakteristische Polynom einer Matrix A und die Anzahl der
Jordanblocke bestimmt und sei A ein Eigenwert. Wenn die algebraische Vielfachheit des Eigen-
werts 3 ist und die Anzahl der Jordanblocke 2, dann gibt es nur die Moglichkeit einen Block
der Grofe 1 und einen Block der Grofle 2 zu haben. In diesem Fall sind wir also fertig.

Sei dagegen die Vielfachheit des Eigenwerts 4 und die Anzahl der Jordanbl6cke 2, dann kénnte
es einen Block der Grole 3 und einen Block der Gréfle 1 geben, oder zwei Blocke der Grofle 2
- in diesem Fall miissen wir also noch weiterrechnen.

Wir werden diesen Algorithmus nun auf die beiden gegebenen Matrizen anwenden:
1. Fir

4 6 O
A=1-3 -5 0
-3 -6 1

bestimmen wir das charakteristische Polynom
det(13X - A) = (X - 1)((X -4)(X +5) +18) = (X - 1)}(X +2)

das in Linearformen zerfillt, also gibt es eine Jordansche Normalform. Wir wissen, dass es
Blocke zum Eigenwert 1 gibt, deren Groflen addiert 2 ergeben und einen Block der Grofle
1 zum Eigenwert —2 - wir miissen also nur die Anzahl der Blocke zum Eigenwert A; = 1
bestimmen. Es gilt

3 6 0
A-15=[-3 -6 0
-3 -6 0



und da die zweite und dritte Zeile Vielfache der ersten Zeile sind, sehen wir, dass der Kern
Dimension 2 hat. Es gibt also zwei Blocke zum Eigenwert 1 und damit ist die Jordansche
Normalform schon eindeutig festgelegt. Es gilt:

1 0 0
Ja=]10 1 0
0 0 -2
2. Wir gehen analog vor. Zuerst bestimmen wir fiir
3 0 8
B=|3 -1 6
-2 0 -5

das charakteristische Polynom. Es gilt
det(13X - B) = (X +1)((X - 3)(X +5) +16) = (X +1)3

also haben wir den dreifachen Figenwert —1. Wir miissen hier die Anzahl der Jordanblocke
bestimmen. Es gilt

4 0 8
B+13=13 0 6
-2 0 4

und da die erste und dritte Spalte Vielfache voneinander sind, ist die Dimension des Kerns
wieder 2 und es gibt zwei Jordanblocke. Prinzipiell gibt es nun zwei Moglichkeiten diese
anzuordnen, wir wahlen beispielsweise:

-1 1 0
Jg=l0 -1 0
0 0 -1

Aufgabe 3

Sei K ein Korper, V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein nilpotenter Homomor-
phismus.

Sei f*=0und f* ! +0,seiveV\ker (f"’l). Zeige, dass v, f(v),..., f* }(v) linear unabhingig
sind.

Losung:

Angenommen die Vektoren wiren linear abhingig, dann gébe es eine nichttriviale Linearkombina-

tion der 0. Seien a,...,o,-1 € K, sodass mindestens ein «; # 0 und
n-1 .
> ajf’(v) =0
3=0



Sei nun k der minimale Koeffizient, sodass aj # 0, dann gilt immer noch:
n-1 )
> aif’(v)=0
j=k

Wir bringen den ersten Term auf die andere Seite und teilen durch ay:

& 1 n-1 i
fflo)y=-— % aif’(v)

Ok j=f+1

Wir wenden f" %! auf beide Seiten an und verwenden, dass f™ = 0 gilt. Wir erhalten:

n-1 )
F) = L) = e Y g () =0

k j=k+1
denn alle Terme auf der rechten Seite enthalten f* mit ¢ > 0. Es gilt also

T OR

aber wir hatten v € V'\ ker(f"!) gewihlt, das ist ein Widerspruch, folglich kann es keine solche
Linearkombination geben und die Vektoren sind linear unabhangig.

Aufgabe 4

Sei K ein Kérper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Sei f : V — V' ein Homomorphismus.
Angenommen [ kommutiert mit allen anderen Endomorphismen, zeige, dass es ein a € K gibt,
sodass f =1ya.

Losung:

Sei g€ V* und x € V, sodass g(z) # 0.% Sei weiter

_9(f(z))
o= o(2) eK

Sei v € V beliebig. Wir zeigen, dass f auf v die gewlnschte Wirkung hat und da v beliebig
gewahlt worden war, konnen wir folglich f allgemein so schreiben. Da f mit allen Endomorphismen
kommutiert, natiirlich auch mit®

V-V
ur g(u)-v
das heif3t es gilt
ff@)=f(f'(v)
und damit gilt
9(f(@))-v=f'(f(2)) = f(f(2)) = f(g(z)-v) = g(z) - f(v)

wobei wir die Definition von f’, die Linearitdt von f und die Kommutativitdt von f mit f’ ver-



wendet haben. Damit erhalten wir

9(f(x))

flv)=—="r—"2v=av

g9(z)
und die einzige Abbildung, die f(v) = awv fiir alle v € V' erfiillt ist 1y .

“Man kann hier (Ubungsaufgabe) noch zeigen, dass so ein g und = tatséchlich existieren.
YZeige, dass f tatsichlich ein Homomorphismus ist.



